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Determinacdo dos médulos elasticos de madeiras e derivados pela ITC-05/ATCP
Técnica de Excitagao por Impulso

1. Objetivo

O objetivo deste informativo técnico-cientifico € apresentar a teoria e a metodologia
para a determinagéo ndo-destrutiva dos modulos elésticos de madeiras e derivados pela
Técnica de Excitacdo por Impulso. Este informativo apresenta uma revisdo da literatura
e 0s avancos realizados na aplicacdo desta técnica, ja normatizada para materiais

isotropicos [1], para a caracterizacao desta classe de materiais.

2. Introducéo

A madeira, tanto pela sua disponibilidade quanto pelas suas caracteristicas, foi um
dos primeiros materiais utilizados pelo homem para fins estruturais. Pode ser classificada
como um composto sélido, organico, formado majoritariamente por celulose, cuja
principal funcdo é manter a sustentacdo das arvores [2]. E um material proveniente de
caules que crescem anualmente em didmetro e comprimento.

Além das aplicaces estruturais, a madeira também é util como matéria-prima para
derivados como laminado colado, compensado laminado, placas de particulas e madeira

composta com plasticos (WPC - Wood Plastic Composites).

Figura 1 - Ponte localizada na floresta de Montmorency sobre o rio Montmorency, Quebec, Canada.
Possui vao de 44 m, altura de 33 m e largura de 4,8 m [3].
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Devido as caracteristicas microestruturais advindas de sua origem natural, as
propriedades fisicas da madeira dependem da direcéo de solicitacao [2]. As trés principais
direcdes das madeiras estao ilustradas na Fig. 2 e listadas a seguir:

e Longitudinal (L): Direcédo paralela as fibras;

e Radial (R): Direcdo perpendicular aos an€is de crescimento;

e Tangencial (T): Direcdo tangencial aos anéis de crescimento.

Principais diregoes:
- Longitudinal (L);
- Radial (R);

- Tangencial (T).

Figura 2 - Principais direcdes adotadas para madeiras [4].

A madeira € classificada como um material ortotrépico por apresentar planos
ortogonais de simetria nos quais as propriedades elasticas sdo constantes [5]. Esta
classificacdo ¢ uma aproximacdo, porque dependendo da propriedade avaliada, pode
haver variacOes e gradientes ao longo de uma mesma direcdo, por exemplo, ao longo da
direcdo radial e dos anéis de crescimento.

A determinagdo dos modulos elésticos é crucial para o desenvolvimento, a selecéo
e o controle de qualidade de madeiras e derivados, assim como para simulagdes e calculos
estruturais. Estas aplicacdes sdo possiveis devido a sensibilidade dos modulos elasticos a
presenca de descontinuidades, defeitos, rachaduras, nds, alteracdes microestruturais e a
composi¢do quimica [6]. Uma das técnicas ndo-destrutivas que vem crescendo no setor
para a determinacdo dos modulos € a Técnica de Excitacdo por Impulso, foco deste

informativo.
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3. Determinacdo dos modulos elasticos de madeiras com a Técnica de
Excitacéo por Impulso

3.1. Fundamentos da técnica

A Técnica de Excitacdo por Impulso determina os modulos elasticos do material a
partir das frequéncias naturais de vibragédo de um corpo de prova de geometria regular
(barra ou cilindro). Estas frequéncias séo excitadas por meio de um impacto mecanico de
curta duracéo, seguido da captacdo da resposta acudstica por um sensor acustico. Um
tratamento matematico é aplicado no sinal para a obtencao do espectro de frequéncias. A
partir disso, sdo calculados os madulos elasticos dindmicos considerando a geometria, a
massa, as dimensdes do corpo de prova e as frequéncias obtidas com o processamento da
resposta acustica.

Para a excitacdo e a deteccdo dos modos de vibracdo desejados é necessario impor
condicBes de contorno especificas. Na Fig. 3 é apresentado um exemplo de suporte de
corpos de prova de médio porte, com pulsador manual e captador acustico posicionados
para excitar e detectar o modo de vibragéo flexional.

0,224h 0,224h

4
A
\

Figura 3 — a) Disposi¢do para a caracterizagdo de uma barra de madeira no modo de vibracéo flexional
pela Técnica de Excitagdo por Impulso [8]; b) Suporte ajustavel para barras e cilindros SA-BC com
Captador Acustico CA-DP e pulsador manual desenvolvidos e fabricados pela ATCP Engenharia Fisica.

O mddulo de Young obtido pela Técnica de Excitacao por Impulso é dito dindmico
e sempre maior ou igual ao obtido pelo ensaio quase-estatico. No entanto, é possivel

estabelecer uma correlagdo entre eles [7].
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3.2. Modos de vibragdo

Um corpo de prova pode vibrar em diferentes modos e para cada um desses ha uma

frequéncia fundamental. Na Fig. 4 sdo apresentados alguns dos principais modos

b) ’
d).
Figura 4 - Modos fundamentais de vibracdo: a) flexional, b) torcional, c) longitudinal e d) planar.

As regiGes em azul representam os pontos em que a amplitude de vibragdo é minima, enquanto as regides
em vermelho representam as regides em que a amplitude de vibragdo é méxima.

fundamentais de vibragéo [9].

g
-

O que determina qual modo de vibracao sera excitado sdo as condi¢des de contorno
impostas ao corpo de prova. A frequéncia fundamental destes modos € uma fungdo da
geometria, da massa, das dimensdes e dos mddulos elasticos.

Nas Figuras 5 a-c [1,6] s&o ilustradas as condi¢Ges de contorno 6timas para os
principais modos de vibragdo de uma barra [1], e na Figura 5 d, de um disco. A partir das
frequéncias de ressonancia do corpo de prova em determinados modos de vibragdo sdo

calculados os modulos elésticos dindmicos correspondentes.
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a)
Modo de
vibragao
flexional
M X1 - pontode impacto
M1 - pontode captagdoda vibragdo
b)
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wﬂkﬂmﬂ_ M - ponto de captacdoda vibracao
AN
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Linhas nodais longitudinais
Modo de
vibracao
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X4 — ponto de impacto
M4 — ponto de captagdo da vibragdo
d) .
M
....... \\’//
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\ N
planar P
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» P ~ .
e ~
” ~
Locais de maior amplitude M Ponto de captagao da vibragao
— — — - Linhas nodais planares ¥ Ponto de impacto

Figura 5 - Condigdes de contorno impostas ao corpo de prova para a excitacdo do modo de vibragéo
fundamental (a) flexional, (b) torcional, (c) longitudinal e (d) planar.
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3.3. Os mddulos elasticos das madeiras
As propriedades elasticas da madeira variam de acordo com a orientacédo das fibras
e dos anéis de crescimento. Quando determinadas com a Técnica de Excitacdo por
Impulso, é importante estar ciente da influéncia desta orientacdo para reportar 0s
resultados corretamente. No caso dos derivados de madeira, a analise é analoga.

Tabela 1 - Médulos elésticos determinaveis pela Técnica de Excitacdo por Impulso em funcéo da
orientacdo do corpo de prova e dos modos de vibracéo.

Orientacéo do corpo de prova

Longitudinal Tangencial Radial
Flexional Ev Er Er
Modo de )
vibrao Torcional Gef (GLT, GLR) Get (GLT, GrT) Get (GLr, Grr)

Longitudinal Ev Er Er

A Tabela 1 indica os mddulos elasticos de madeiras que podem ser determinados
empregando a Técnica de Excitacdo por Impulso em funcdo da orientagdo do corpo de
prova e do modo de vibracdo. Nesta tabela, os termos utilizados [5,10] sao definidos por:
EL — Modulo de Young na direcdo longitudinal;

Er — Modulo de Young na direcdo tangencial;

Er — Mddulo de Young na direcdo radial,

Ges —Modulo de cisalhamento efetivo determinado pelo Sistema Sonelastic®,
corresponde a uma combinagéo dos modulos G;; entre parénteses [5];

GLt — Mddulo de rigidez associado a deformagdes de cisalhamento no plano tangencial
(LT) resultante do cisalhamento nos planos LR e RT,;

Grt — Mddulo de rigidez associado a deformagdes de cisalhamento no eixo transversal
(RT) resultante do cisalhamento nos planos LR e LT;

GLr — Mddulo de rigidez associado a deformagdes de cisalhamento no plano radial (LR)

resultante do cisalhamento nos planos LT e RT.

www.sonelastic.com 6
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3.3.1 Modulo de Young

e Pelo modo de vibracgéo longitudinal

Quando o corpo de prova for solicitado na dire¢&o longitudinal (ver condicGes de
contorno na Fig. 5¢), o0 médulo elastico determinado corresponde ao modulo de Young
na direcdo do comprimento do corpo de prova (EL). A orientacdo da extragdo do corpo de
prova é o que determinard o modulo obtido, como apresentado na Tabela 1 (EL, Er, Erou
uma composicao destes no caso de amostras cuja dire¢do paralela ao seu comprimento

ndo coincida a uma das orientagdes principais).

e Pelo modo de vibracao flexional

Quando um material € flexionado, ocorrem solicitagdes simultaneas de tracédo e
compressdo, como ilustrado na Fig. 6 [11]. Para materiais homogéneos e isotrépicos, o
modulo elastico determinado em um ensaio de flexdo coincide com o mddulo elastico
determinado com um ensaio de tracdo na direcdo longitudinal. De forma similar, o
maodulo elastico dindmico determinado pelo modo de vibracédo flexional € 0 mesmo que
pelo modo de vibracgdo longitudinal [11]. Entretanto, em flexao, a superficie do corpo de
prova € submetida a tensdes maiores que o centro. Por essa razdo, caso a rigidez do corpo
de prova seja diferente na superficie em comparagdo ao centro (por exemplo, se houver
um gradiente de rigidez ao longo da espessura) ou caso a amostra apresente defeitos
superficiais como poros, trincas e microtrincas, havera uma discrepancia nos valores

determinados pelo modo de vibragéo flexional e longitudinal [10,12-14].

Figura 6 - Regido sob tracdo (vermelho) e sob compresséo (azul) durante um ensaio de flex&o.

www.sonelastic.com 7
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3.3.2 Modulo de cisalhamento

e Pelo modo de vibracgéo torcional

Quando um corpo de prova € solicitado em torcdo, dois mddulos de cisalhamento
agem simultaneamente no caso de materiais transversalmente isotropicos e ortotropicos.
Se a tor¢do ocorrer como descrito na Fig. 5b, os modulos de cisalhamento atuantes sdo 0s
associados aos planos cisalhados (os quatro planos laterais do corpo de prova). Portanto,
0 médulo de cisalhamento calculado a partir da frequéncia de vibracdo torcional
fundamental corresponderd a um maodulo efetivo. Assim, neste caso, o resultado obtido
pelo Sonelastic® sera uma combinagdo dos médulos de cisalhamento atuantes (a Tabela
1 indica os mddulos de cisalhamento que comp&em o valor efetivo para cada orientagdo
de corpo de prova) [5].

3.3.3 Coeficiente de Poisson

A caracterizacdo do coeficiente ou razdo de Poisson pela Técnica de Excitacéo por
Impulso nédo e possivel para materiais ortotropicos como a madeira. Porém, a partir da
Teoria da Elasticidade e utilizando a matriz rigidez, € possivel obter correlacdes entre os
coeficientes de Poisson e os modulos de elasticidade. A seguir estdo descritas estas

corelacBes (a matriz rigidez é discutida no apéndice A).

Ve  Ep vre  Er ver  Er
- = v - 5 5 - - 5
VLR E, " vir E, " vgr Eg

Para o calculo dos médulos elasticos, € necessario estimar um valor para o coeficiente de
Poisson. A Tabela 2 apresenta uma sugestdo de estimativa e incerteza de acordo com
valores médios apresentados pelas madeiras. Vale ressaltar que a sensibilidade do modulo

de Young ao erro da estimativa do coeficiente de Poisson é baixa.

Tabela 2 - Coeficiente de Poisson estimado e a respectiva incerteza para o calculo dos modulos elasticos
de madeiras em funcéo da orientacéo das fibras [5].

Orientacéo do
corpo de prova

Coeficientes de
Poisson envolvidos

Coef. de Poisson
para madeiras de
baixa densidade

Coef. de Poisson
para madeiras de
alta densidade

Longitudinal Vir € ViR 0,40 £ 0,05 0,43 £0,07

Radial VT € VgL 0,25+0,25 0,35+0,30

Tangencial Vg € Vrp 0,20 +£0,15 0,18 £0,15
www.sonelastic.com 8
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3.4. Modulos esperados para madeiras leves
As madeiras podem ser classificadas como de baixa, media ou de alta densidade. A
maioria das madeiras de alta densidade apresentam valores maiores de modulos elasticos
e resisténcia [2].
Na Tabela 3 sdo apresentados valores estimados para os modulos elasticos em

funcdo dos valores de E. para madeiras de baixa densidade [5].

Tabela 3 - Mddulos elésticos em funcéo de E. para madeiras de baixa densidade (valores em GPa) [5].

EL Er Er GLr Gur Grr
6,0 0,6990 0,3667 0,6564 0,6185 0,0518
7,0 0,7710 0,4069 0,6763 0,6366 0,0566
8,0 0,7856 0,4453 0,6962 0,6546 0,0612
9,0 0,8241 0,4821 0,7161 0,6727 0,0655
10,0 0,8601 0,5177 0,7353 0,6907 0,0696
11,0 0,8940 0,5521 0,7558 0,7088 0,0736
12,0 0,9262 0,5855 0,7756 0,7268 0,0774
13,0 0,9567 0,6180 0,7955 0,7449 0,0811
14,0 0,9860 0,6497 0,8154 0,7629 0,0846
15,0 1,0140 0,6806 0,8352 0,7810 0,0881
16,0 1,0409 0,7109 0,8551 0,7990 0,0914
17,0 1,0668 0,7406 0,8750 0,8170 0,0946
18,0 1,0919 0,7698 0,8948 0,8351 0,0979

O médulo de Young determinado pela Técnica de Excitacdo por Impulso € dito
dindmico e sempre maior ou igual ao obtido pelo ensaio quase-estatico. No entanto, é
possivel estabelecer uma correlacdo entre 0 médulo estatico e o dindmico. Segue abaixo
um exemplo de correlacdo, em MPa, entre 0 modulo de Young determinado na direcédo
longitudinal através de um ensaio quase-estatico (ELe) e 0 médulo de Young determinado

na direcdo longitudinal de forma dindmica pela Técnica de Excitagdo por Impulso (ELp)

[7]:
E;p = 864,75 + 0,99 E, 5, para amostras de Eucalyptus spp

E;p = 310,15 + 1,07 E; ¢, para amostras de Pinus oocarpa

www.sonelastic.com 9
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4. Exemplo — Madeira de eucalipto

Neste exemplo é descrita a determinacdo dos modulos de elasticidade de uma
madeira de Eucalipto (Eucalyptus spp) em duas orientacdes empregando a Técnica de

Excitagdo por Impulso e os Sistemas Sonelastic®.

4.1. Materiais e métodos
A Fig. 7 apresenta a vista superior da seccdo de um tronco de arvore, sendo 0s
circulos concéntricos correspondentes aos anéis de crescimento. Nesta figura estdo
ilustrados trés possiveis cortes para a obtencdo de corpos de prova no formato de barras
retangulares. Os corpos de prova indicados por (1) e (2) sdo os ideais para a obtencdo de
Er e Er, respectivamente. Em (1), a direcdo do comprimento consiste na diregdo
tangencial aos anéis de crescimento e em (2), a dire¢do do comprimento consiste na

direcdo radial do crescimento da arvore [5].

Figura 7 - Melhores locais para extrair os corpos de prova para a determinacdo os médulos Er (1) e Er
(2). A extracdo em (3) combina as direcBes R e T.

Se o corpo de prova combina as direcdes R e T com indicado em (3) os valores
obtidos serdo efetivos e resultado de uma combinagdo entre Er e Er.

As Figuras 8 e 9 mostram a orientacdo das fibras dos corpos de prova testados. O
corpo de prova da Fig. 8 possui fibras orientadas na direcdo do comprimento, estas barras
receberam o indice “L”. Ja o corpo de prova da Fig. 9 possui suas fibras orientadas na
direcdo transversal e hd uma combinacéo entre as direcdes radial e tangencial, estas barras

receberam o indice “RT”.

www.sonelastic.com 10
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Figura 8 - Corpo de prova com fibras na dire¢do do comprimento (L).

Figura 9 - Corpo de prova com fibras nas direcdes radia :e tangencial (RT).

As dimensdes nominais dos corpos de prova sao 145 mm x 25 mm x 25 mm e foram
medidas com um paquimetro; a massa foi medida com uma balanga de preciséo. Estes
parametros sdo necessarios para o calculo dos modulos elasticos.

Os corpos de prova foram ensaiados nos principais modos de vibracgéo (flexional,
torcional e longitudinal) utilizando o suporte ajustavel para barras e cilindros SA-BC, o
atuador eletromagnético ajustavel IED, o captador acustico CA-DP e o software
Sonelastic® (estes itens compde o Sistema Sonelastic® para corpos de prova de médio
porte e mostrado na Fig. 10).

Para os célculos, foi considerado o coeficiente de Poisson estimado de 0,25 +0,25.
O coeficiente de Poisson pode variar significativamente dependendo da orientacdo das
fibras no corpo de prova, em funcdo disso foi considerada a incerteza +0,25 para
compreender todos os valores possiveis para esta propriedade (0,00-0,50). Nota: a
influéncia do coeficiente de Poisson nos calculos dos modulos elasticos é baixa, o que
pode ser verificado pelas incertezas apresentadas nas Tabelas 5 e 6.
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Figura 10 - Sistema Sonelastic® desenvolvido pela ATCP Engenharia Fisica para a determinagio dos
madulos elasticos de corpos de prova de madeira e derivados com a Técnica de Excitagdo por Impulso.

4.2. Resultados e discussoes

Os corpos de prova foram organizados em dois grupos de acordo com a direcdo das
fibras. Nas Tabelas 4 e 5 sdo mostrados 0os mddulos elasticos determinados em cada modo

de vibracéo.

Tabela 4 - Médulos elasticos dos corpos de prova “RT” determinados em fun¢do do modo de vibragéo.

Corpo de prova Modo longitudinal Modo flexional Modo torcional
E. (GPa) Eer (GPa) Ger (GPa)
RT - 01 1,45+ 0,05 1,50 + 0,06 1,20+ 0,01
RT - 02 1,23+0,04 1,30 + 0,05 1,12+0,01
RT - 03 1,55+ 0,05 1,67 + 0,06 1,25+0,01
RT — 04 1,40+ 0,05 1,45+ 0,05 1,21+0,01
Média 1,41 1,48 1,20
Desvio padrdo 0,13 0,15 0,05

Tabela 5 - Médulos elasticos dos corpos de prova L determinados em fungdo do modo de vibragéo.

Corpo de prova | Modo longitudinal Modo flexional Modo torcional
E. (GPa) E. (GPa) Get (GPa)
L-01 18,01+ 0,64 13,16 £ 0,49 1,13+£0,01
L-02 22,39 +0,79 17,87 £ 0,66 1,34 £0,01
L-03 21,33+0,76 17,23+ 0,64 1,43 £ 0,02
L-04 18,19 £ 0,64 14,19+ 1,15 1,15+ 0,01
Média 19,98 15,61 1,26
Desvio padréo 2,21 2,29 0,15

Os moddulos de Young da Tabela 4 sdo efetivos, pois estes corpos de prova
apresentam uma combinacao entre as dire¢des R e T em seu comprimento. J& os modulos
dos corpos de prova com indice “L” sdo denominados E, uma vez que as fibras estdo no

sentido do comprimento (Tabela 5).
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Nota-se uma diferenca entre os mddulos medidos pelo modo de vibracdo
longitudinal e pelo flexional, principalmente para as amostras “L”. Esta diferenca deve-
se a presenca de defeitos e descontinuidades superficiais, que influenciam mais
pronunciadamente os resultados no modo de vibragdo flexional; também pode haver um
gradiente de rigidez ao longo da espessura, de forma que a superficie seja mais ou menos
rigida que o interior, influenciando os resultados. Para as madeiras ha uma tendéncia de
que as propriedades obtidas com o modo de vibracdo longitudinal sejam superiores as
obtidas no modo flexional [10,12-14].

Por fim, 0 Gef consiste em um mddulo de cisalhamento efetivo que combina os
modulos dos diferentes planos sendo cisalhados durante a vibracdo. O Ger para as
amostras na diregdo “L” & uma combinacédo entre G.r e GLt. Para as amostras na dire¢éo
“RT” essa andlise é mais complexa ja que a direcdo principal do corpo de prova nao
corresponde a uma orientagdo bem definida (L, R ou T).

5. Consideracoes finais

A madeira e seus derivados sdo materiais anisotropicos e 0s seus modulos de
elasticidade dependem da orientacdo do corpo de prova e do modo de vibragdo empregado
no ensaio pela Técnica de Excitacdo por Impulso. Por esta razéo, a direcdo principal das
amostras deve sempre ser levada em consideracdo e reportada nos resultados da
propriedade avaliada.

A partir da orientacdo do corpo de prova e das condigdes de contorno para 0s modos
de vibracdo flexional e longitudinal, é possivel obter os principais médulos elésticos da
madeira: E., Er e Er. A Técnica de Excitagdo por Impulso também permite a
caracterizagdo de modulos de cisalhamento efetivos por meio do modo de vibragéo

torcional.
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Apéndice A — Teoria da elasticidade aplicada as madeiras

As madeiras sdo materiais anisotropicos e suas propriedades variam de acordo com
a orientacdo da solicitagdo. Por esta razdo, a teoria da elasticidade aplicavel é mais
complexa do que a aplicada a materiais isotropicos. E esse apéndice apresenta como sdo

definidas as propriedades elasticas de madeiras.

e Introdugdo: Mddulo de Young e Lei de Hooke

A partir do ensaio de tracdo de um material isotrépico (um metal recozido, por
exemplo), durante o regime elastico é possivel correlacionar a tensdo e a deformagéo
descrita pela Equacdo 1 (Lei de Hooke) [16]:

oc=F.¢ (1)

A Figura 15 mostra uma curva tipica de um ensaio de tracdo quase-estatico a partir
da qual se obtém as principais propriedades mecanicas de um material. O modulo de
Young é o coeficiente angular da curva quando o corpo de prova no regime elastico (inicio
da curva).

Resisténcia a tragdo

3
Tensdo de ruptura

Tensio, kN/mm2
w
]

Regime eldstico

'
'
'
'
'
'
i

\ 4 A
T T

0 5 10 Deformagao, %

Figura 11 - Curva tensdo-deformacgdo de um aco de alta resisténcia [17].
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e Tenséo e deformagéo — modelo tridimensional

A ilustragdo a seguir apresenta um volume infinitesimal com as possiveis tensdes

que podem surgir durante o carregamento de um corpo.

|

Y T
/ Ti3 23

Taz

T1z

Nota-se que ha dois tipos de solicitacGes presentes neste modelo: a tensdo em tracao
representada por ¢ € a tensdo em cisalhamento representada por t. Por conveniéncia, este
modelo pode ser representado por uma matriz 3x3 (Equacao 2).

011 T12 T13
loij] = |T21 022 T2 2)
T31 T3z 033

Assumindo o equilibrio de forgas neste volume, as tensdes de cisalhamento
direcionadas para a mesma aresta do cubo séo iguais (por exemplo, 7,, = 7,;). Portanto,
0 carregamento de um corpo pode ser representado por seis tensdes distintas,

representadas pela seguinte matriz simétrica:

011 T12 T13
[O'ij] = oY) T23 (3)

Esta analise é semelhante para as deformacdes:
c 1 1
11 7Yz Vi3
| = 1
[EU ] €2 V23 )

| £33 |
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e Teoria da elasticidade anisotrépica

Assim como descrito anteriormente, 0 comportamento das madeiras depende da
direcdo. Portanto, deve-se sempre levar em consideracdo a orientacdo do material para
determinar suas propriedades elasticas.

A Lei de Hooke generalizada leva em consideracdo a matriz tensdo e deformacao

descrita no item anterior. Ela é dada pela seguinte expresséao:

0ij = Cijii - €, emqueli,j,k,l = 1,2,3 (5)

Considerando a tensdo e a deformacdo como matrizes quadradas de ordem 3, pode-
se verificar que Cj;q € um tensor de quarta ordem, conhecido como tensor rigidez [11]. A
partir de relacdes de simetria descritas pelas equacdes a seguir, pode-se reduzir o nUmero
de constantes elasticas de 81 para 21.

Cijit = Cjike» Cijri = Cijier Cijia = Craij Q)

Uma notagdo reduzida é aplicada aos indices de forma a simplificar a correlagéo
entre a tensdo, a deformacdo e as constantes elasticas, como mostra a Tabela 6.

Tabela 6 - Abreviacdo da notacéo de 4 indices para 2 indices [18].

Notacdo de 4 indices | 11 | 22 { 33 |23 | 31 | 12
Notacdo de 2 indices |1 |2 |3 |4 |5 |6

A partir das consideracdes anteriores, tem-se que a matriz rigidez de um material

anisotrépico com comportamento linear elastico é simétrica e pode ser descrita como:

-0 €11 C12 Ciz Gy Cis Cye) €11
o)) sz Cz3 Cz4 Czs C26 &y
O3 _ C33 (34 (35 C36] |€3 )
2 Car Cus Cue|'|Va
Ts Css Csel |75
el | Ceel V6"

Outra forma de se representar a relacdo entre tensao e deformacgéo de um material

é através da matriz de flexibilidade, apresentada na Equagé&o 8.
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g1 [S11 S1iz Sz S1a Sis Si6] oy
&y S22 S23 S24 S25 Sze 03
& _ S33 S34 S35 S36| |03 ®)
Va 54,4 545 546 ' Ty
Ys Sss  Ssel |5
[ V6 | T
Ye | Seel L6
Ou seja,
[s]=[C]™* 9)

Para descrever completamente um material quanto as suas propriedades elasticas, €
necessario encontrar suas 21 constantes elasticas. Vale ressaltar que este modelo
representa as propriedades de um determinado ponto em um material, ou seja, as
constantes descritas podem variar de ponto a ponto caso o material ndo seja homogéneo.
A titulo de simplificacdo, apesar de serem materiais heterogéneos, as madeiras sao

comumente consideradas homogéneas.

e Tipos de materiais e simetrias

Apesar da variacdo das propriedades de acordo com a direcdo de solicitacdo, a
maioria dos materiais possui alguma organizacdo interna que torna possivel a
simplificacdo dos termos das constantes elasticas apresentados no item anterior.

Caso o material ndo possua nenhum plano de simetria, este € denominado
anisotrépico e todas as constantes elasticas serdo independentes [5].

Se o material apresenta planos ortogonais simétricos, estes sdo denominados
materiais ortotropicos. As madeiras sdo usualmente classificadas desta forma. Para
caracterizar um corpo de prova que possui essa simetria Sd0 necessarias nove constantes
independentes [5].

Se um dos planos de simetria for isotropico, o material ortotropico é classificado
como transversalmente isotropico (no caso de madeiras, esta situacdo ocorreria se as
propriedades na direcdo tangencial fossem iguais as da direcéo radial).

Por fim, o caso mais simples possivel e que possui 0 menor nimero de variaveis
independentes € quando o material possui isotropia em infinitos planos. Neste caso, o
material € denominado isotropico, ou seja, suas propriedades ndo variam com a direcao.

Portanto, a matriz de rigidez sera dependente apenas de duas variaveis [5].
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E E E E E H m m m 0 0 O
E B E E = m m 0 0 O
E E E = m 0 0 O
. a ml (10 . o ol @
E = m 0 Legenda:
| n-
. L m - Independentes
Material anisotropico Material ortotrdpico
0 — Zero
i | 0 0 0 i ._T 0 0 0 B—a — lguais
I o 00 .\-\: 0 0 0 !
m 0 0 O 0 0 0 X—>(C1 = C32)
2
-\2 0 (12) 0 0 (13)
0 0
| pd | i
Material transver. isotrdpico Material isotrépico

e Constantes elasticas para madeiras

De acordo com o item anterior, a madeira € como um material ortotropico e para
sua caracterizacdo sdo necessarias nove variaveis independentes. Abaixo é apresentada a
matriz flexibilidade, descrita conforme suas constantes elésticas. Note que os indices 1, 2
e 3 até entdo utilizados foram substituidos respectivamente pelos indices utilizados para

as madeiras: L (longitudinal), R (radial) e T (tangencial) [5].

e Matriz flexibilidade:

1 VRL yir 0 0]
Ejp, Er Er
VLR 1 VTR
&L - E_L a - E_T 0 0 0 oy,
SR VLT _ VR;T i 0 0 0 O-R
er | _ Ep ER ET x or (14)
Yrr| 1 TRT
0 0 — 0 0
Yir GrT L Tt
YLR 0 0 0 0 P 0 TLR
LT
0 0 o o0 o0 -
| GLRA

Empregando esta matriz é possivel determinar as deformacbes em funcdo das

tensdes aplicadas desde que conhecidas as constantes elasticas.
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